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１　導　　入
　本論文では，以下の連立方程式（S）を状態方程式と
する最適制御問題を考える。
（S）：
　　  （1）
　　  （2）
　　  （3）
　上記（S）は，地域経済動向を再現する数学モデルと
して論文［4, 11］において提案されたものであり，
の３つ組が（S）の未知
関数（解）である。数学モデル（S）は，R. M. Solow［10］
の経済動向モデル（Solow モデル）および関連する先行
研究［2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11］が基になっている。Solowモ
デルでは生産 ・労働 ・資本
の３つを未知関数とするが，これに対して数学モデル
（S）では
　　　　  （4）
という設定で，方程式（1）～（3）が導出される。ここに，
＞０は時間の終端値を表す定数であり， ＞０は生産と
労働・資本とを関係付ける定数である。０＜ ＜１と
０＜ ＜１はそれぞれ労働と資本の生産への寄与率を表し
ており， ＝１という関係を常に満たすとされる。
０＜ ＜１は労働と生産の成長率を関連付ける定数，
＞０は生産の資本への貯蓄率， ＞０は資本の償却率を
表す。また， と はそれぞれ労働と
資本に対して行われる資金の投入・削減を表しており，
これらは人間が実際に経済に介入できる項目であること
から「制御」と呼ばれる。また， と のそれぞれは
未知関数 と の初期値である。
　上記の下で，本論文では以下の問題（OP）を，（S）を
状態方程式とする最適制御問題として設定する（cf.［4, 
11］）。
（OP） 以下の汎関数 の最小値を与える制御
の組 を求める問題。
　　
 （5）
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タを統計的に分析し，それぞれの課題に対して分析結果に基づいた考察を与える。
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ここに， ・ ・ は
それぞれ生産・労働・資本（の対数）の目標関数であり，
は 制 御 の 組
が与えられたときの（S）の解である。
　一般の制御問題全般において，上記 のよ
うな最適性の基準を与える汎関数をコスト関数と呼び，
のようなコスト関数の最小元を最
適制御と呼ぶ。（OP）では，この最適制御
が問題に対する解となる。
　最適制御問題（OP）に関しては［4, 11］ 等の先行研
究があり，以下の（A1）～（A2）が成り立つことがわかっ
ている。
（A1）最適制御の存在：任意の に対
して，問題（OP）には少なくとも一つ解
が存在する。
（A2）最 適 制 御 が 満 た す べ き 必 要 条 件：
が問題（OP）の解ならば，以下の関係
式が成立する。
　　　  （6）
ここに， は以下の終端値問題
（S）＊の解である。
（S）＊：
　　　  （7）
　　　  （8）
　（A1）により，（OP）は数学的に（科学的に）解決可能
かどうかという根本的な点において適切である（無理難題
ではない）ことが保証されたことになる。更に（A2）は，
最適制御 はすべて連立方程式｛（6）
～（8）｝の解となることを意味する。この事実を利用し，
先行研究［4, 11］では最適制御を高速に算出することを
可能とする数値計算アルゴリズムが提案されている。実際
に数値実験を行うと，提案アルゴリズムに従えば高々0.2
秒程度で結果が得られるのに対し，最急降下法による直
接探索では４分強（1,200倍以上）もの計算時間を要する。
この例からも，（A2）からは学術的な観点のみならず，実
用的な観点においても有益な情報が手に入ることがわかる。
　他方で，最適制御問題（OP）では，以下の（Q）が未
解決である。
（Q）最適制御の一意性：問題（OP）において，解は唯
一つか，それとも複数存在するのか。
　（Q）の焦点である解の一意性は，数学的側面よりも
むしろ実用的側面において重要である。実は式（5）
中に現れる（S）の解 は制御 に依存して
決定されるため，コスト関数 は見かけほど
単純な構造をしていない。加えて，（S）の主要部である（3）
は非線形微分方程式であるので，汎関数 に
は凸性の保証がない。また，（A2）で述べた連立方程式
｛（6）～（8）｝は，最適制御に対する必要条件であって
十分条件ではない。それでもこの連立方程式の解の一意
性が証明できれば何も問題ないが，終端値問題（S）＊では
・ ・ も未知であるため，
一意性を通常の常微分方程式論の方法に則って証明しよ
うとしても上手く理論が適用できない。こうした状況を
鑑みると，「数値実験で得られた計算結果が果たして
本当に最適制御かどうか」という本質的な疑問に対しては
未だ明確な解答は示されておらず，この点においては
大いに研究の余地が残されていることになる。
　こうした背景を踏まえ，ここでは最適制御の一意性に
対する数値実験的立場からの検証を試みる。数値実験で
は，先行研究の検証実験を目的とする［実験Ⅰ］と最適
制御の一意性の検証を目的とする［実験Ⅱ］の２つの課
題を設定する。実験方法は最急降下法（cf. ［1］）による
最適制御の直接探索であり，数値計算には最新の千葉市
経済の統計データを用いる。その上で，得られた数値実
験データを統計的に分析し，それぞれの課題に対して分
析結果に基づいた考察を与える。
２　数値実験課題
　本研究では，以下に挙げる［実験Ⅰ］ と［実験Ⅱ］ を，
数値実験の課題として設定する。どの課題においても
実験で得られた時間離散データを検証・出力する際には，
対象データの線形補間を用いる。
［実験Ⅰ］必要条件の部分的検証　最適制御に対する
必要条件｛（6）～（8）｝から，最適制御の終端値条件
　　　　　　  （9）
が得られる。ここではこの条件に着目し，数値実験データ
が（9）を満たすかどうかを以下の不等式を用いて検証する。
　　　　  （10）
ここに， ＞０は数値的誤差の許容範囲の上限を設定
する十分小さな定数である。すべての実験データが判定
式（10）を満たせば，先行研究［4, 11］ の数学理論を
裏付ける状況証拠を与える実験結果の一例として報告する。
もし（10）に反するデータが一つでも算出され，なおか
つ実験方法にもエラーが認められない場合には，先行研
究［4, 11］ の再検証を今後の課題に追加することを提案
する。
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［実験Ⅱ］最適制御の一意性の検証　今回算出される最
適制御の数値実験データ と，先行研究［4, 11］ 
の提案アルゴリズムによる最適制御 のシミュ
レーションデータの双方とを見比べ，これらの関数データ
が一致するかどうかを以下の不等式を用いて検証する。
　　  （11）
ここに， ＞０は数値的誤差の許容範囲の上限を設定
する十分小さな定数である。すべてのデータが判定式
（11）を満たせば，先行研究［4, 11］での提案アルゴリ
ズムの有効性を裏付ける実験結果として報告する。もし
（11）と反するデータが一つでも算出された場合は，こ
れが最適制御の一意性を否定する実験データとなり得る
かどうかを調べ，結果をありのまま報告する。
３　数値実験の方法と設定
　本節では，数値実験で用いる変数・定数等の設定方法
について説明する。
統計データ　本研究では，千葉市の最新の市民経済計算
［7］ にて公開されている2001年度～2012年度の統計デー
タを用いて，数値実験を実施する。また各数値実験の計
算期間については，一律に５年間と設定する。従って，
今回の数値実験で使用可能な計算期間は，以下７通りの
有界閉区間となる。
　　　［2001+ , 2006+ ］, ＝0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. （12）
時間スケール　問題（OP）の時間変数 については， ＝
１を実験開始（ ＝０）から１年目を表すとして，計算機
内部と現実世界の時間スケールを対応付ける。よって，
ここでは ＝５として問題（OP）を考察する。また，（12）
に示された実験期間はすべて，計算機内部では長さ５の
閉区間［0, 5］ としてプログラムする。
数値計算アルゴリズム　本研究では，すべての数値実験
データを最急降下法（cf. ［1］）による直接探索によって
算出する。その際，最急降下法に用いる制御の初期デー
タ については，以下５つのタイプ
に分類して設定を与える。
（Type 1）定数値タイプ
よってこのタイプでは，289（＝17×17）通りのパター
ンが考えられる。
（Type 2）余弦・余弦タイプ
よってこのタイプでは，120（＝11×11−1）通りのパター
ンが考えられる。
（Type 3）余弦・正弦タイプ
よってこのタイプでは，120（＝11×11−1）通りのパター
ンが考えられる。
（Type 4）正弦・余弦タイプ
よってこのタイプでは，120 （＝ 11×11−1）通りのパター
ンが考えられる。
（Type 5）正弦・正弦タイプ
よってこのタイプでは，120（＝11×11−1）通りのパター
ンが考えられる。
　上記のパターンの総数は769（＝289＋120×4）通りと
なるが，この値はそのまま今回の数値実験で得られる実
験データの総数となる。ちなみに，制御の初期データと
して定数関数・三角関数の組み合わせを用いる設定は，
これらが関数空間 の正規直交基底を作るとい
う事実に基づいている。
未知関数の統計データとの対応付け　数学モデル（S）
の未知関数 ・ ・ は設定
（4）に則って計算されるが，その際，生産 ・
労働 ・資本 の項目については，それ
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ぞれ以下のように統計データと対応付けて数値を与える。
係数の決定方法　数学モデル（S）に現れる定数に関し
ては，数値実験の開始年度（初年度）とその次の年度（次
年度）の統計データを用いて，以下のように設定する。
労働の寄与率 と資本の寄与率 ：
貯蓄率 と償却率 ：
定数 と定数 ：
誤差の評価基準　評価式（10）～（11）中の，誤差の上限
値 ・ については，それぞれ以下のように値を設定
する。
実は上記を設定する前段階として，事前にいくつかの
予備実験を行っている。予備実験のデータからは，制御の
絶対値が大体1.0×10−3～1.0×10−1以下の範囲に収まる
傾向が見受けられた。上記の1.0×10−5という上限値は，
このスケールでの相対誤差が１%未満となる精度を要求
する設定であり，実用上は十分な判断基準であると考え
られる。
４　数値実験結果
　本節では今回得られた769 件の数値実験データを，
各実験課題の目的に沿って分析した結果を示す。
4. 1　［実験Ⅰ］に対する結果
　今回得られた実験データのうち，条件（10）左辺の
の最大値 を調べたところ，先述の（Type 1）～（Type 5）
それぞれにおいて以下の結果を得た。
（Type 1）における結果
＝0.386780700×10−5
（Type 2）における結果
＝0.189508558×10−5
（Type 3）における結果
＝0.480608823×10−5
（Type 4）における結果
＝0.239320959×10−5
（Type 5）における結果
＝0.000000000×10−5
これらのデータから，今回の実験では条件（10）に反す
るようなデータは算出されなかったことが確認できる。
4. 2　［実験Ⅱ］に対する結果
　先の［実験Ⅰ］と同様に，［実験Ⅱ］においても条件（11）
左辺の が最大となる場合について調べたところ，
（Type 1）～（Type 5）のすべてのタイプの数値実験にお
いて，2006年度～2011年度の実験期間で最大値 が観
測された。
　以下の図１～図５には，（Type 1）～（Type 5）のそれ
ぞれで算出された最大値 の値と，そのときの実験デー
タのグラフが示されている。また各図のキャプション欄
には，最急降下探索の初期データに関する情報として，
（Type 1）～（Type 5）それぞれの設定に用いた番号
の値が示されている。
図１：（Type 1）n＝0, m＝4の場合の実験結果
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　これに対して以下の図６には，最大値が観測された
2006年度～2011年度を実験期間として，先行研究［4, 11］
の提案アルゴリズムによって算出した最適制御
のグラフが示されている。
　どのタイプにおいても実験データは図６と大変よく似
た形状のグラフを示しており，試しにグラフを同じシー
トに表示させてみると，完全に重なってしまって見た目
では違いが判断できない。更に，各タイプにおける
の数値をみると，すべての数値が条件（11）を満たして
いることが確認できる。従って条件（11）の基準の下で
は，図１～図６には数値的にすべて同じデータのグラフ
が示されていると判断できる。
５　結論および今後の課題
　最後に，今回実施した数値実験で得られた結論を課題
ごとにまとめ，その上で今後の研究の見通しを示す。
図２：（Type 2）n＝1, m＝8の場合の実験結果
図４：（Type 4）n＝3, m＝6の場合の実験結果
図６：先行研究の提案アルゴリズムによる最適制御のシ
ミュレーションデータ
図３：（Type 3）n＝1, m＝1の場合の実験結果
図５：（Type 5）n＝2, m＝0の場合の実験結果
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［実験Ⅰ］における結論　［実験Ⅰ］で得られた実験デー
タは最急降下法による直接探索によるもので，先行研
究とは全く異なるアプローチで算出されたものである。
従って，条件（10）に反する実験データが見つからなかっ
たという事実は，先行研究［4, 11］の結果の正当性に関
して，別観点から再検証した結果が得られたことを表し
ている。
［実験Ⅱ］ における結論　数値実験データを条件（11）
の基準の下で分析したところ，今回実験を行った範囲で
は，最適制御の一意性を否定する実験結果は得られな
かった。この事実が最適制御の一意性を保証するわけで
はないが，それでも少なくとも以下の（ ）に対しては，
これを数値的に裏付けるのに十分なデータが得られたと
考察している。
（ ）先行研究［４, 11］の提案アルゴリズムによって，
　　数値的に高い安定性を有する最適制御が算出される。
上記の「安定性」というキーワードは，「計画に多少狂
いが生じても軌道修正しやすい」という状況に通じる。
即ち上記（ ）により，先行研究［4, 11］ の提案アルゴ
リズムを，理論的な信頼度と実用的な有効性の両側面か
らポジティブに再評価する結論が得られたことになる。
　以上の考察を踏まえ，今後の展開として以下の研究課
題が考えられる。
（F1）一意性の数学理論による検証　最適制御の一意性
は依然として未解決であるが，今回の数値実験を通じて
（ ）問題（OP）に限定すれば，解の一意的が証明でき
るのではないか？
という予想を，実験前よりも強く確信するようになった。
従って，先行研究［4, 11］ では見過ごされていた問題
（OP）特有の条件を発見・活用できれば，解の一意性の
研究に新たな展開があるのではないかと期待している。
（F2）制御と統計データとの対応付け　本研究では制御
の成分である ・ のそれぞれを，人間
が労働・資本に対して行う資金の投入・削減と設定して
いる。即ち， ＞０（ ＞０）であれば労働（資本）
に資金の投入が必要であることを意味し，逆に ＜０
（ ＜０）であれば削減すべきであることを意味する。
この解釈によれば，最適制御
のグラフを描けば，労働・資本それぞれの資金の投入・
削減の時期とその力加減に関して，時間的に連続したシ
ミュレーションデータが手に入ることになる。
　しかし他方で，制御の値を金額に換算する方法は未解
明である。よって例えば［ ］＝［0.03, 0.02］と
いうデータを見せられても，現段階ではこの数値から
投入すべき金額を概算することができない。こちらは，
今後実用面での研究の進展を狙う際には解決を迫られる
至上命題といえるが，そのためには制御の値に経済学的
解釈を与えるための，数学（自然科学）以外の知識・見解
の助力が必要である。
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